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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 5 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

íåêîòîðûå èç íèõ è ïåðåìåñòèòü èõ òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó ëþáûìè äâóìÿ ïåðåìåù�åííûìè òî÷êàìè íå èçìåíèëîñü, à â

ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè îñòàëîñü ìíîæåñòâî èç 5 òî÷åê, ñèì-

ìåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé. (Ñ. Âîë÷�åíêîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûå òî÷êè ÷åðåç A, B, C, D è E.
Âûáåðåì èç íèõ äâå ñàìûå óäàë�åííûå äðóã îò äðóãà, ïóñòü ýòî A
è B. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïåðåìåñòèòü èõ òðåáóåìûì îáðàçîì.

Ïðîâåä�åì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð α ê îòðåçêó CD. Åñëè
E ëåæèò íà α, òî äîñòàòî÷íî ïåðåìåñòèòü òî÷êè A è B íà ïðÿ-

ìóþ α. Èíà÷å ïóñòü E′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ E îòíîñèòåëü-

íî α. Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò E äî α ìåíüøå äëèíû îäíîãî

èç îòðåçêîâ EC è ED, òî åñòü ìåíüøå AB.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðåìåñòèòü òî÷êó A â òî÷êó E′, à

òî÷êó B � â òî÷êó, ëåæàùóþ íà α è óäàë�åííóþ îò E′ íà ðàññòîÿ-
íèå AB. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî α� îñü ñèììåòðèè íîâîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

9.2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå
a1, a2, . . . , an, ÷òî êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí

x2 − 2 (a1 + a2 + . . .+ an)2 x+
(
a41 + a42 + . . .+ a4n + 1

)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåëûé êîðåíü? (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. Ïðè n = 6.
Ðåøåíèå. Ïðè n = 6 ìîæíî ïîëîæèòü a1 = a2 = a3 = a4 =

= 1 è a5 = a6 = −1; òîãäà òð�åõ÷ëåí èç óñëîâèÿ ïðèíèìàåò âèä

x2 − 8x+ 7 è èìååò äâà öåëûõ êîðíÿ: 1 è 7. Îñòàëîñü ïîêàçàòü,
÷òî ýòî � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n.

Ïóñòü ÷èñëà a1, a2, . . . , an óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è;

òîãäà äåë�åííûé íà 4 äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òð�åõ÷ëåíà èç

óñëîâèÿ äîëæåí áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì. Îí ðàâåí

d = (a1 + a2 + . . .+ an)4 −
(
a41 + a42 + . . .+ a4n + 1

)
.
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Òîãäà ÷èñëî d íå÷�åòíî è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ïîýòîìó îíî äà�åò

îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8.
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî âûøå â âèäå

d+ 1 + a41 + a42 + . . .+ a4n = (a1 + a2 + . . .+ an)4

è ðàññìîòðèì åãî ïî ìîäóëþ 8. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

÷åòâ�åðòûå ñòåïåíè öåëûõ ÷èñåë äàþò ëèøü îñòàòêè 0 è 1 ïðè

äåëåíèè íà 8, òî åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äà�åò îñòàòîê 0
èëè 1. Ëåâàÿ æå ÷àñòü ñðàâíèìà ñ 1 + 1 + k, ãäå k � êîëè÷åñòâî

íå÷�åòíûõ ÷èñåë ñðåäè ai. Çíà÷èò, n > k > 6.
9.3. Îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O îïèñàíà îêîëî îñòðîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB < BC; åãî âûñîòû ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êåH. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BO çà òî÷êóO îòìå-

÷åíà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî ∠ADC = ∠ABC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó H ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé BO, ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ

äóãó AC îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî BH = DE.
(À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü P � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BO ñ

îêðóæíîñòüþ Ω (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà BP �äèàìåòð Ω, è ∠BCP =
= 90◦ = ∠BAP . Çíà÷èò, CP ‖ AH è AP ‖ CH. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷åòûð�åõóãîëüíèê AHCP � ïàðàëëåëîãðàìì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

M òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé

îòðåçêîâ PH è AC.

A

B C

H

O

D

E

E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′

M PΩ

Ω′

Ðèñ. 1

Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè M òî÷êà A ïåðåõîäèò

â òî÷êó C, à òî÷êà P � â òî÷êó H. Ïóñòü ïðè ýòîé ñèììåòðèè

òî÷êà E ïåðåõîäèò â E′, à îêðóæíîñòü Ω� â Ω′. Òîãäà òî÷êè A,
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H, E′ è C ëåæàò íà Ω′. Ïîñêîëüêó ∠ADC = ∠ABC = 180◦ −
− ∠AHC, òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà Ω′.

Â ñèëó ñèììåòðèè, ∠ECP = ∠E′AH, à òàêæå PE′ ‖ HE �

ïîýòîìó òî÷êà E′ ëåæèò íà ïðÿìîé PB. Èç âïèñàííîñòè ÷å-

òûð�åõóãîëüíèêîâ AHE′D è BEPC ïîëó÷àåì, ÷òî ∠EBP =
= ∠ECP = ∠E′AH = ∠E′DH. Òàêèì îáðàçîì, ∠EBD =
= ∠BDH. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàïåöèÿ BHED�ðàâíîáîêàÿ, ïî-

ýòîìó BH = DE.
9.4. Â ëàãåðü ïðèåõàëè 10000 äåòåé, êàæäûé äðóæèò ðîâíî ñ 11

äðóãèìè äåòüìè â ëàãåðå (äðóæáà âçàèìíà). Êàæäûé ðåá�åíîê

íîñèò ôóòáîëêó îäíîãî èç ñåìè öâåòîâ ðàäóãè, ïðè÷�åì ó ëþ-

áûõ äâóõ äðóçåé öâåòà ðàçëè÷íû. Âîæàòûå ïîòðåáîâàëè, ÷òî-

áû êàêèå-íèáóäü äåòè (õîòÿ áû îäèí) íàäåëè ôóòáîëêè äðóãèõ

öâåòîâ (èç òåõ æå ñåìè). Îïðîñ ïîêàçàë, ÷òî 100 äåòåé ìåíÿòü

öâåò íå íàìåðåíû. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå èç îñòàëüíûõ äå-

òåé âñ�å æå ìîãóò èçìåíèòü öâåòà ñâîèõ ôóòáîëîê òàê, ÷òîáû

ïî-ïðåæíåìó ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé öâåòà áûëè ðàçëè÷íû.

(À. Ìàãàçèíîâ)

Ðåøåíèå. Ïåðåéä�åì ê ãðàôó, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-

ñòâóþò äåòÿì, à ð�åáðà � äðóæáàì. Íàïîìíèì, ÷òî ðàñêðàñêà

âåðøèí íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè öâåòà ëþáûõ äâóõ âåðøèí,

ñîåäèí�åííûå ðåáðîì, ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ïðàâèëü-

íî ðàñêðàøåí â 7 öâåòîâ, â í�åì âûäåëåíî 100 ñòàáèëüíûõ âåð-

øèí, è òðåáóåòñÿ ïåðåêðàñèòü ÷àñòü îñòàëüíûõ âåðøèí òàê, ÷òî-

áû ðàñêðàñêà îñòàëàñü ïðàâèëüíîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïðîíóìåðóåì öâåòà ÷èñ-

ëàìè 1, 2, . . . , 7. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâà öâåòà i < j. Îñòàâèì â

ãðàôå òîëüêî âåðøèíû ýòèõ öâåòîâ è ð�åáðà ìåæäó íèìè; îáîçíà-

÷èì ïîëó÷åííûé ãðàô ÷åðåç Gij . Ýòîò ãðàô ìîæåò ðàñïàñòüñÿ

íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè; îáîçíà÷èì ÷åðåç cij èõ êîëè-
÷åñòâî. Åñëè cij > 100, òî â îäíîé èç êîìïîíåíò íåò ñòàáèëüíûõ
âåðøèí; òîãäà ìîæíî èçìåíèòü öâåò êàæäîé âåðøèíû â ýòîé

êîìïîíåíòå, çàìåíèâ i íà j è íàîáîðîò, è äîáèòüñÿ òðåáóåìîé

àëüòåðíàòèâíîé ðàñêðàñêè.

Çíà÷èò, cij 6 100 ïðè âñåõ i è j. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êîì-

ïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùàÿ x âåðøèí, ñîäåðæèò íå ìåíåå
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x − 1 ð�åáåð; çíà÷èò, åñëè â Gij åñòü vij âåðøèí, òî êîëè÷åñòâî

ð�åáåð â í�åì eij íå ìåíüøå, ÷åì vij − cij , òî åñòü
eij > vij − 100. (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî íàéòè ñóììó V âñåõ ÷èñåë vij è
ñóììó E âñåõ ÷èñåë eij . Äåéñòâèòåëüíî, â èñõîäíîì ãðàôå 10000
âåðøèí, è êàæäàÿ èç íèõ ó÷àñòâóåò â 6 ãðàôàõ âèäàGij ; ïîýòîìó

V = 6 · 10000 = 60000. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â èñõîäíîì ãðàôå

11 · 10000/2 = 55000 ð�åáåð, è êàæäîå ó÷àñòâóåò ðîâíî â îäíîì

ãðàôå Gij ; ïîýòîìó E = 55000.

Íî, ïîñêîëüêó ïàð öâåòîâ âñåãî C2
7 = 21, íåðàâåíñòâî (∗)

âëå÷�åò E > V − 21 · 100, ÷òî íå òàê äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé.

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî, è òðåáóåìàÿ ïåðå-

êðàñêà âîçìîæíà.
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10 êëàññ
10.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(A).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëèM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äîêàæèòå, ÷òî f(A) = 0
äëÿ âñåõ òî÷åê A. (À. Ñ. Ãîëîâàíîâ)

A B

C

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

A′B′

C ′

Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Âîçüì�åì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè è

äîêàæåì, ÷òî f(M) = 0. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

òðåóãîëüíèê ABC, äëÿ êîòîðîãî

òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-

÷åíèÿ ìåäèàí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D,
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ BCM , CAM è

ABM , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà M òàêæå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà DEF . Â ñà-

ìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′ è C ′ ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC,
CA è AB, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèê DEF ïîëó÷àåòñÿ

èç òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé â òî÷êå M ñ êîýôôèöèåíòîì

− 1
3
, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

2
òðåóãîëü-

íèê ABC ïåðåõîäèò â A′B′C ′, à ïðè ïîñëåäóþùåé ãîìîòåòèè ñ

êîýôôèöèåíòîì 2
3
� â òðåóãîëüíèê DEF .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

f(M) = f(D) + f(E) + f(F ) = (f(M) + f(B) + f(C)) +

+ (f(M) + f(C) + f(A)) + (f(M) + f(A) + f(B)) =

= 2(f(A) + f(B) + f(C)) + 3f(M) = 5f(M),

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî f(M) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10.2. Ïàøà è Âîâà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè.

Íà÷èíàåò Ïàøà. Èçíà÷àëüíî ïåðåä ìàëü÷èêàìè ëåæèò áîëüøîé

êóñîê ïëàñòèëèíà. Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò ðàçðåçàòü ëþáîé

èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà íà òðè ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî

ðàâíûå). Âîâà ñâîèì õîäîì âûáèðàåò äâà êóñêà è ñëåïëÿåò èõ

âìåñòå. Ïàøà ïîáåæäàåò, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ñðåäè èìåþ-

ùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà îêàæåòñÿ 100 êóñêîâ îäèíàêîâîé ìàñ-
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ñû. Ìîæåò ëè Âîâà ïîìåøàòü Ïàøå ïîáåäèòü?

(Ð. Åôðåìîâ, Ä. Áåëîâ)

Îòâåò. Íåò, íå ìîæåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé Ïà-

øå ïîáåäèòü. Ïóñòü ìàññà èñõîäíîãî êóñêà ðàâíà 1 êã. Ïàøà

êàæäûì õîäîì áóäåò îòðåçàòü îò ñàìîãî áîëüøîãî èç èìåþùèõ-

ñÿ êóñêîâ äâà êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã. Äîêàæåì, ÷òî íå ïîçæå,

÷åì ÷åðåç 10 000 õîäîâ Ïàøà ïîáåäèò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì 100 ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ õîäîâ Ïàøè. Âñåãî çà ýòè 100 õîäîâ ïîÿâÿòñÿ 200 êóñ-

êîâ ìàññîé 0,01 ã. Åñëè áû êàæäûì ñâîèì îòâåòíûì õîäîì Âîâà

ñëåïëÿë äâà êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã, òî â èòîãå ïîëó÷èëîñü áû

100 êóñêîâ ìàññîé 0,02 ã, è Ïàøà áû ïîáåäèë. Çíà÷èò, ïî êðàé-

íåé ìåðå îäèí ðàç Âîâà íå ñëåïèò ìåæäó ñîáîé äâà êóñêà ìàññîé

0,01 ã. Ïîýòîìó ñïóñòÿ 100 õîäîâ Ïàøè è 100 õîäîâ Âîâû êîëè-

÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé 0,01 ã óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû íà 1.
Ðàçîáü�åì 10 000 õîäîâ Ïàøè íà ñîòíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïîñëå êàæäîé ñîòíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

õîäîâ Ïàøè è îòâåòíûõ õîäîâ Âîâû êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàñ-

ñû 0,01 ã óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç 100

òàêèõ ñîòåí ïîñëåäîâàòåëüíûõ õîäîâ êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé

0,01 ã óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû íà 100. Ïîýòîìó Ïàøà òàê èëè èíà÷å

ïîáåäèò.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü æå ïîëîæèì ìàññó èñõîäíîãî êóñ-

êà ðàâíîé 1 êã. Ïðèâåä�åì äðóãîé àëãîðèòì äåéñòâèé Ïàøè. Ïî-

êà ýòî âîçìîæíî, îí áóäåò äîáèâàòüñÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùå-

ãî óñëîâèÿ: (∗) ìàññû âñåõ êóñêîâ íà ñòîëå ñîñòàâëÿþò öåëîå

÷èñëî ãðàììîâ. Çàìåòèì, ÷òî Âîâà ñâîèì õîäîì íå ìîæåò íàðó-

øèòü (∗).
Åñëè ïåðåä õîäîì Ïàøè íà ñòîëå åñòü êóñîê ìàññîé õîòÿ áû

3 ã, îí ìîæåò îòðåçàòü îò íåãî äâà êóñêà ïî 1 ã, ñîõðàíÿÿ (∗).
Çíà÷èò, åñëè Ïàøà íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, êàæäûé êóñîê âåñèò

ëèáî 1 ã, ëèáî 2 ã (òàêîé ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò, òàê êàê

êîëè÷åñòâî êóñêîâ ïåðåä õîäîì Ïàøè ðàñò�åò). Íî òîãäà îí óæå

âûèãðàë: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáùàÿ ìàññà âñåõ êóñêîâ (â ãðàì-

ìàõ) ìåíüøå 1 · 100 + 2 · 100 = 300, ÷òî íå òàê.
10.3. Â ìåæãàëàêòè÷åñêîé ãîñòèíèöå åñòü 100 êîìíàò âìåñòèìîñòüþ
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101, 102, . . . , 200 ÷åëîâåê. Â ýòèõ êîìíàòàõ ñóììàðíî æèâ�åò n
÷åëîâåê. Â ãîñòèíèöó ïðèåõàë VIP-ãîñòü, äëÿ êîòîðîãî íóæíî

îñâîáîäèòü öåëóþ êîìíàòó. Äëÿ ýòîãî äèðåêòîð ãîñòèíèöû âû-

áèðàåò îäíó êîìíàòó è ïåðåñåëÿåò âñåõ å�å æèòåëåé â îäíó è òó

æå äðóãóþ êîìíàòó. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n äèðåêòîð ãîñòè-

íèöû âñåãäà ìîæåò òàêèì îáðàçîì îñâîáîäèòü êîìíàòó íåçàâè-

ñèìî îò òåêóùåãî ðàññåëåíèÿ? (Ä. Áåëîâ, À. Ñàôèóëëèíà)

Îòâåò. 8824.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 8824 ïîñòîÿëüöàõ äèðåê-

òîð íå ìîæåò îñóùåñòâèòü ïåðåñåëåíèå. Ðàçîáü�åì êîìíàòû íà

ïàðû ïî âìåñòèìîñòè: 101− 200, 102− 199, . . . , 150− 151. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êîìíàò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ÷åëî-

âåê, æèâóùèõ â äâóõ êîìíàòàõ, áîëüøå, ÷åì âìåñòèìîñòü áîëü-

øåé êîìíàòû èç ïàðû, èíà÷å âñåõ ÷åëîâåê èç ýòîé ïàðû ìîæíî

áûëî áû ñîáðàòü â êîìíàòå ñ áîëüøåé âìåñòèìîñòüþ. Òàêèì îá-

ðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê íå ìåíüøå 201 + 200 + 199 +
+ . . . + 152 = 353 · 25 = 8825. Ïîýòîìó ïðè 8824 ïîñòîÿëüöàõ

äèðåêòîð ìîæåò îñâîáîäèòü êîìíàòó.

Òåïåðü ïðèâåä�åì ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè 8825 è

áîëåå ïîñòîÿëüöàõ ñóùåñòâóåò ðàññåëåíèå, â êîòîðîì îñâîáîäèòü

êîìíàòó óêàçàííûì îáðàçîì íå óäàñòñÿ.

Óïîðÿäî÷èì êîìíàòû ïî âîçðàñòàíèþ âìåñòèìîñòè. Ïóñòü

â ïåðâûõ ïÿòèäåñÿòè êîìíàòàõ æèâ�åò ïî 76, à â êîìíàòå âìå-

ñòèìîñòè k ïðè 151 6 k 6 200 æèâ�åò k − 75 ÷åëîâåê. Ïîñ÷èòàåì

êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, æèâóùèõ â ãîñòèíèöå:

76 · 50 + (76 + 77 + 78 + . . .+ 125) =

= 3800 + 201 · 25 = 3800 + 5025 = 8825.

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå êîìíàòû âìåñòèìîñòè a < b. Çà-
ìåòèì, ÷òî â êîìíàòå âìåñòèìîñòè b æèâ�åò íå ìåíüøå b− 75 ÷å-

ëîâåê, à â êîìíàòå a � íå ìåíüøå 76 ÷åëîâåê. Òàêèì îáðàçîì, ïå-

ðåñåëèòü ëþäåé èç îäíîé êîìíàòû â äðóãóþ íè äëÿ êàêîé ïàðû

êîìíàò íå óäàñòñÿ, ïîýòîìó ïðèìåð ïîäõîäèò. Åñëè n > 8825, òî
äîñòàòî÷íî ñåëèòü îñòàâøèõñÿ ëþäåé ïîî÷åð�åäíî â ëþáûå êîì-

íàòû, ãäå åù�å îñòàþòñÿ ñâîáîäíûå ìåñòà.

10.4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC < BC.
Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è ïåðåñåêàåò îòðåç-
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êè CA è CB ïîâòîðíî â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Îïè-

ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C ïåðåñåêàþòñÿ

ïîâòîðíî â òî÷êå P . Îòðåçêè AB1 è BA1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

S. Òî÷êè Q è R ñèììåòðè÷íû S îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q, R è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ä. Ïðîêîïåíêî)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ îêðóæíîñòè (PABC) è (PA1B1C),
ïîëó÷àåì ∠PAB = 180◦ − ∠PCB = ∠PA1B1 è àíàëîãè÷íî

∠PBA = ∠PB1A1. Òåì ñàìûì, 4PAB ∼ 4PA1B1. Èç ýòîãî

ïîäîáèÿ âûòåêàåò, ÷òî ∠APA1 = ∠APB ± ∠BPA1 = ∠BPB1

è PA/PA1 = PB/PB1. Ñëåäîâàòåëüíî 4PAA1 ∼ 4PBB1, è

ñóùåñòâóåò ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ h ñ öåíòðîì P , ïåðåâîäÿùàÿ−−→
AA1 â

−−→
BB1. Óãîë ïîâîðîòà äëÿ h ðàâåí ∠APB = ∠ACB (ñì.

ðèñ. 3).

A B

C

A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

P

S

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

R

Ðèñ. 3

Òðåóãîëüíèê A1QA ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1SA, êîòîðûé â

ñâîþ î÷åðåäü ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó B1SB (òàê êàê AA1B1B �

âïèñàííûé). Èòàê, òðåóãîëüíèêè A1QA è B1SB ïîäîáíû è îäè-

íàêîâî îðèåíòèðîâàíû, ïîýòîìó S = h(Q) è, çíà÷èò, ∠QPS =
= ∠ACB. Àíàëîãè÷íî, ∠SPR = ∠ACB. Òîãäà ∠QPR =
= 2∠ACB.

Íî ∠QCR = ∠QCA+ ∠ABC + ∠BCR = ∠ACS + ∠ABC +
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+ ∠SCB = 2∠ABC. Èòàê, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî ∠QPR =
= ∠QCR, èç êîòîðîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 1. Ôàêòè÷åñêè â ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ èçâåñò-

íîå îïèñàíèå òî÷êè Ìèêåëÿ ÷åòâåðêè ïðÿìûõ AB, CA, BC,
A1B1 êàê öåíòðà ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé

−−→
AA1 â−−→

BB1.

Çàìå÷àíèå 2. Ðàâåíñòâà óãëîâ ∠QPS = ∠ACB = ∠SPR
ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Óêàæåì åù�å îäíó èç âîç-

ìîæíûõ ñõåì.

Ïóñòü Q1 è R1 �ïðîåêöèè S íà CA è CB ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè C, P , Q1, R1, S ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè Γ ñ äèàìåòðîì CS. Ïðÿìûå CP , A1B1 è AB �ðà-

äèêàëüíûå îñè òð�åõ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ, îíè ïåðåñåêàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå S′. Îòñþäà íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ÷åòâ�åðêà

ïðÿìûõ CA, CP , CB, CS ãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïðîåöèðóÿ èç C íà

Γ, ïîëó÷àåì, ÷òî SQ1PR1 ãàðìîíè÷åñêèé. Îòñþäà PR1/R1S =
= PQ1/Q1S = PQ1/Q1Q, îòêóäà 4PQ1S ∼ 4PR1R (à òàêæå

4PQ1Q ∼ 4PR1S), èç ÷åãî ñëåäóþò íóæíûå ðàâåíñòâà óãëîâ.
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11 êëàññ
11.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(A).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëèM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äîêàæèòå, ÷òî f(A) = 0
äëÿ âñåõ òî÷åê A. (À. Ñ. Ãîëîâàíîâ)

A B

C

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

A′B′

C ′

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå. Âîçüì�åì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè è

äîêàæåì, ÷òî f(M) = 0. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

òðåóãîëüíèê ABC, äëÿ êîòîðîãî

òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-

÷åíèÿ ìåäèàí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D,
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ BCM , CAM è

ABM , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà M òàêæå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà DEF . Â ñà-

ìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′ è C ′ ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC,
CA è AB, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèê DEF ïîëó÷àåòñÿ

èç òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé â òî÷êå M ñ êîýôôèöèåíòîì

− 1
3
, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

2
òðåóãîëü-

íèê ABC ïåðåõîäèò â A′B′C ′, à ïðè ïîñëåäóþùåé ãîìîòåòèè ñ

êîýôôèöèåíòîì 2
3
� â òðåóãîëüíèê DEF .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

f(M) = f(D) + f(E) + f(F ) = (f(M) + f(B) + f(C)) +

+ (f(M) + f(C) + f(A)) + (f(M) + f(A) + f(B)) =

= 2(f(A) + f(B) + f(C)) + 3f(M) = 5f(M),

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî f(M) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11.2. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ a è b ñèñòåìà{
tg(13x) tg(ay)=1,
tg(21x) tg(by)=1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå? (Ì. Àíòèïîâ)

Îòâåò. Íåò.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé

ïðè a = 8, b = 13. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé ñèñòåìû âûòå-
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êàåò, ÷òî

13x+ ay =
π

2
+ πk, 21x+ by =

π

2
+ π`

ïðè öåëûõ k è `. Îòñþäà ñëåäóåò

(21a− 13b)y = 21(13x+ ay)− 13(21x+ by) = π(4 + 21k − 13`).

Ïðè a = 8, b = 13 ïîëó÷àåì y = (13` − 21k − 4)π, à çíà÷èò,

tg(ay) = 0. Ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íå ìîæåò âûïîë-

íÿòüñÿ.

Çàìå÷àíèå. . ×èñëà a è b òàêèå, ÷òî |21a − 13b| = 1, ìîæ-
íî íàéòè, ïðèìåíèâ àëãîðèòì Åâêëèäà ê ïàðå âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë (21, 13). Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèè çàäà÷è ìîæíî çàìåíèòü

÷èñëà 21 è 13 íà ëþáóþ ïàðó âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, è îòâåò

íå èçìåíèòñÿ. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî 13 è 21�ïîñëåäîâà-

òåëüíûå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ïîýòîìó ðàâåíñòâî |21 ·8−13 ·13| = 1
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ôàêòà |Fn+1Fn−1 − F 2

n | = 1.
11.3. Äàíû n ìîíåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìàññ è n ÷àøå÷íûõ âåñîâ,

n > 2. Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êàêèå-òî

îäíè âåñû, ïîëîæèòü íà èõ ÷àøè ïî îäíîé ìîíåòå, ïîñìîòðåòü

íà ïîêàçàíèÿ âåñîâ è çàòåì ñíÿòü ìîíåòû îáðàòíî. Êàêèå-òî îä-

íè èç âåñîâ (íåèçâåñòíî, êàêèå) èñïîð÷åíû è ìîãóò âûäàâàòü

ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ïðàâèëüíûé, òàê è íåïðàâèëüíûé ðå-

çóëüòàò. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé ìîæíî

çàâåäîìî íàéòè ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó? (Ì. Äèäèí)

Îòâåò. Çà 2n− 1 âçâåøèâàíèå.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî çà 2n − 1 âçâåøèâàíèå

ìîæíî íàéòè ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó. Áîëåå òî÷íî, ìû äîêàæåì

ïî èíäóêöèè ïî n, ÷òî ñàìóþ òÿæ�åëóþ èç n > 2 äàííûõ ìîíåò

ìîæíî îïðåäåëèòü çà 2n−1 âçâåøèâàíèå, èìåÿ òðîå âåñîâ, îäíè
èç êîòîðûõ, âîçìîæíî, èñïîð÷åíû.

Åñëè n = 2, òî âçâåñèì äàííûå äâå ìîíåòû ïî î÷åðåäè íà

òð�åõ ðàçíûõ âåñàõ. Åñëè ïðè îäíîì èç âçâåøèâàíèé âåñû îêà-

çàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî ýòè âåñû èñïîð÷åíû, çíà÷èò, ìû ìî-

æåì îïðåäåëèòü áîëåå òÿæ�åëóþ ìîíåòó ïî ïîêàçàíèÿì ëþáûõ èç

îñòàëüíûõ âåñîâ. Åñëè ðàâíîâåñèÿ íè ðàçó íå áûëî, òî êàêàÿ-òî

èç ìîíåò ïåðåâåñèò õîòÿ áû äâà ðàçà � îíà è åñòü áîëåå òÿæ�åëàÿ,

òàê êàê íåâåðíûé ðåçóëüòàò ìîãóò äàâàòü òîëüêî îäíè âåñû. Ýòî

äà�åò áàçó èíäóêöèè.
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Ïóñòü òåïåðü n > 3. Âûáåðåì äâå ìîíåòû è äâîå âåñîâ è

ñðàâíèì çà ïåðâûå äâà âçâåøèâàíèÿ ýòè ìîíåòû äðóã ñ äðóãîì

íà ïåðâûõ è íà âòîðûõ âåñàõ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Îáà ðàçà ïåðåâåøèâàëà îäíà è òà æå èç äâóõ ìîíåò; íà-

çîâ�åì å�å ìîíåòîé a, à âòîðóþ èç íèõ�ìîíåòîé b. Òàê êàê õîòÿ

áû îäíè èç äâóõ âåñîâ ïðàâèëüíûå, òî ìîíåòà a äåéñòâèòåëüíî

òÿæåëåå ìîíåòû b. Çíà÷èò, b íå ñàìàÿ òÿæ�åëàÿ. Çàäà÷à ñâîäèò-

ñÿ ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ èç n − 1 ìîíåòû:

ìîíåòû a è n − 2 ìîíåò, íå ó÷àñòâîâàâøèõ â ïåðâûõ äâóõ âçâå-

øèâàíèÿõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî

çà 2n−3 âçâåøèâàíèÿ. Âìåñòå ñ ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè
ïîëó÷àåì 2n− 1 âçâåøèâàíèå.

2. Ëèáî îäíî èç ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé äàëî ðàâíîâå-

ñèå, ëèáî ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé ïðîòèâîðå÷àò

äðóã äðóãó: îäèí ðàç ïåðåâåñèëà îäíà ìîíåòà, à äðóãîé � äðó-

ãàÿ. Çíà÷èò, îäíè èç äâóõ èñïîëüçîâàííûõ âåñîâ òî÷íî èñïîð÷å-

íû. Âîçüì�åì òðåòüè âåñû. Òîãäà îíè îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûå.

Èñïîëüçóÿ èõ, ìû ëåãêî ìîæåì îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìî-

íåòó çà n − 1 âçâåøèâàíèå: ñðàâíèâàåì ïåðâóþ ìîíåòó ñî âòî-

ðîé, áîëåå òÿæ�åëóþ èç íèõ ñ òðåòüåé, áîëåå òÿæ�åëóþ èç íèõ ñ

÷åòâ�åðòîé è ò. ä. äî ïîñëåäíåé. Âìåñòå ñ ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøè-

âàíèÿìè ïîëó÷àåì n+ 1 < 2n− 1 (òàê êàê n > 2) âçâåøèâàíèå.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíåå, ÷åì çà 2n− 1 âçâåøèâàíèå, çà-

âåäîìî îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó íåëüçÿ. Äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî å�å íåëüçÿ îïðåäåëèòü ðîâíî çà 2n−2 âçâåøèâàíèÿ,
òàê êàê ìîæíî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíûå âçâåøèâàíèÿ è èãíîðè-

ðîâàòü èõ ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: èìååòñÿ àëãî-

ðèòì äåéñòâèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíå-

òó çà 2n− 2 âçâåøèâàíèÿ.

Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ÷èñëàìè 1, . . . , n. Ñäåëàåì ïåðâûå

2n− 3 âçâåøèâàíèÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â

êàæäîì èç íèõ ïåðåâåøèâàëà ìîíåòà ñ á�îëüøèì íîìåðîì. Ñî-

ãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñðåäè ìîíåò ñ íîìåðàìè 1, . . . , n− 1
íàéä�åòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ çà ïðîèçâåä�åííûå 2n − 3 âçâåøèâàíèé

¾ïðîèãðûâàëà¿ (îêàçûâàëàñü áîëåå ë�åãêîé) íå áîëåå îäíîãî ðà-

çà; îáîçíà÷èì íîìåð ýòîé ìîíåòû ÷åðåç k. Êîíå÷íî æå, ìîíåòà
ñ íîìåðîì n íè ðàçó íå ¾ïðîèãðûâàëà¿. Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå ðå-
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çóëüòàòû âçâåøèâàíèé âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ìîãëî

ïðîèçîéòè ïî êðàéíåé ìåðå â ñëåäóþùèõ äâóõ ñèòóàöèÿõ.

(À) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ìàññ è âñå âåñû (â

òîì ÷èñëå, èñïîð÷åííûå) ïîêàçûâàëè ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû âî

âñåõ âçâåøèâàíèÿõ.

(Á) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ìàññ, çà èñêëþ-

÷åíèåì ìîíåòû íîìåð k, êîòîðàÿ ñàìàÿ òÿæ�åëàÿ. Ïðè ýòîì òå

âåñû, íà êîòîðûõ ìîíåòà íîìåð k ¾ïðîèãðàëà¿, èñïîð÷åíû, è â

ýòîì âçâåøèâàíèè ïîêàçàëè íåâåðíûé ðåçóëüòàò, à â îñòàëüíûõ

âçâåøèâàíèÿõ âñå âåñû ïîêàçûâàëè âåðíûå ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Â ïîñëåäíåì, (2n − 2)-ì âçâåøèâàíèè, íå ó÷àñòâóåò ìî-

íåòà ñ íîìåðîì k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïÿòü ïåðåâåñèëà ìîíå-

òà ñ á�îëüøèì íîìåðîì. Òîãäà êàæäàÿ èç ñèòóàöèé (À) è (Á)

ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíà.

2. Â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè ó÷àñòâóåò ìîíåòà ñ íîìåðîì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ïåðåâåñèëà. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, âîç-

ìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (À), è ïîñëåäíåå âçâåøèâàíèå

âûïîëíÿëîñü íà èñïîð÷åííûõ âåñàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæ-

íî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (Á), è â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè

âåñû ïîêàçàëè ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.

Èòàê, êàêèì áû íè áûëî îäíî îñòàâøååñÿ âçâåøèâàíèå, åãî

ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü òàêîâ, ÷òî ïîñëå íåãî êàæäàÿ èç ñèòóà-

öèé (À) è (Á) áóäåò ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíîé. Òîãäà êàæäàÿ èç

ìîíåò k è n ìîæåò áûòü ñàìîé òÿæ�åëîé, òî åñòü íàì íå óäàëîñü

îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó.

11.4. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCD. Ñôåðà ωA êàñàåòñÿ ãðà-

íè BCD, à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðà-

íåé. Àíàëîãè÷íî, ñôåðà ωB êàñàåòñÿ ãðàíè ACD, à òàêæå ïëîñ-
êîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðàíåé. Ïóñòü K � òî÷êà êà-

ñàíèÿ ñôåðû ωA ñ ïëîñêîñòüþ ACD, à L � òî÷êà êàñàíèÿ ñôå-

ðû ωB ñ ïëîñêîñòüþ BCD. Íà ïðîäîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AK è BL
çà òî÷êè K è L âûáðàíû òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî

∠CKD = ∠CXD + ∠CBD è ∠CLD = ∠CY D + ∠CAD. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êè X è Y ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.

(Ô. Áàõàðåâ)

Ðåøåíèå. Îòìåòèì òî÷êè K1 è L1 êàñàíèÿ âïèñàííîé ñôå-
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ðû ω òåòðàýäðà ñ ãðàíÿìè ACD è BCD ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå

òî÷êè K2 è L2 êàñàíèÿ ñôåð ωB è ωA ñ ýòèìè ãðàíÿìè. Ñôåðû

ω è ωA ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå A, ïîýòîìó òî÷êà K1

ëåæèò íà îòðåçêå AK. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà L1 ëåæèò íà îòðåç-

êå BL.
Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè L1 è L2 èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îò-

íîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà BCD, òî åñòü ∠BCL1 = ∠DCL2,

∠DBL1 = ∠CBL2 è ∠CDL1 = ∠BDL2. Äîêàæåì ïåðâîå èç ýòèõ

ðàâåíñòâ; îñòàëüíûå äâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì

÷åðåçM1 èM òî÷êè êàñàíèÿ ïëîñêîñòè ABC ñî ñôåðàìè ω è ωA
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5). Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëü-

íûõ, ïðîâåä�åííûõ èç îäíîé òî÷êè ê ñôåðå, ñëåäóåò, ÷òî ñëåäó-

þùèå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïî òð�åì ñòîðîíàì: 4CK1D =
= 4CL1D, 4AK1C = 4AM1C, 4BL1C = 4BM1C, 4CL2D =
= 4CKD, 4BL2C = 4BMC, 4AKC = 4AMC. Çíà÷èò,
∠BCL1 + ∠BCL2 = ∠BCM1 + ∠BCM = ∠ACM − ∠ACM1 =
= ∠ACK − ∠ACK1 = ∠DCK1 + ∠DCK = ∠DCL1 + ∠DCL2,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ∠BCL1 = ∠DCL2.

A B

C

D

K

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1 L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1
L2

M1

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

ω

ωA

A

B

C

D

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1

L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1

M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1

N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è è äîêàçàííóþ èçîãîíàëüíóþ ñî-

ïðÿæ�åííîñòü òî÷åê L1 è L2, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠CXD = ∠CKD −
− ∠CBD = ∠CL2D − ∠CBD = ∠BCL2 + ∠BDL2 = ∠DCL1 +
+ ∠CDL1 = 180◦ − ∠CL1D = 180◦ − ∠CK1D. Ñëåäîâàòåëüíî,
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÷åòûð�åõóãîëüíèê CK1DX âïèñàííûé. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëè-

âàåòñÿ âïèñàííîñòü ÷åòûð�åõóãîëüíèêà CL1DY .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N1 òî÷êó êàñàíèÿ ñôåðû ω è ãðàíè ABD.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ 4AK1C = 4AM1C è ðàâåí-

ñòâà àíàëîãè÷íûõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ïÿòè

îñòàëüíûì ð�åáðàì òåòðàýäðà ABCD, ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 6), ÷òî

2∠AK1C = ∠AK1C + ∠AM1C = (360◦ − ∠AK1D − ∠CK1D) +
+(360◦−∠AM1B−∠BM1C) = 360◦−∠AN1D−∠CL1D+360◦−
− ∠AN1B − ∠BL1C = ∠BL1D + ∠BN1D = 2∠BL1D. Òàê êàê

òî÷êè K1 è L1 ëåæàò íà îòðåçêàõ AX è BY ñîîòâåòñòâåííî, îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠CK1X = ∠DL1Y .

A
B

C

D
K

L

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1
L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1

X

Y

Ðèñ. 7

Ïîâåðí�åì ïëîñêîñòü BCD âîêðóã ïðÿìîé CD òàê, ÷òî-

áû îíà ñîâìåñòèëàñü ñ ïëîñêîñòüþ ACD è ïðè ýòîì òðå-

óãîëüíèê CL1D ñîâìåñòèëñÿ ñ ðàâíûì åìó òðåóãîëüíè-

êîì CK1D. Ïðè ýòîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî

÷åòûð�åõóãîëüíèêà CL1DY , ïåðåéä�åò â îêðóæíîñòü γ, îïèñàí-
íóþ îêîëî ÷åòûð�åõóãîëüíèêà CK1DX. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà Y
ïåðåéä�åò â íåêîòîðóþ òî÷êó Y ′ íà îêðóæíîñòè γ. Èç ðàâåíñòâà
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

óãëîâ ∠CK1X = ∠DL1Y = ∠DK1Y
′ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè X è Y ′

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà îêðóæíîñòè γ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî õîðäå CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè X è Y ′, à çíà÷èò, è
òî÷êè X è Y ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.
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