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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ êàð-

òîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäîìó ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá�åíîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿìîóãîëüíèê íà

íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàäðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé

ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàä-

ðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëü-

íèêè áûëè êâàäðàòàìè. (Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðÿìîóãîëüíè-

êè èìåëè ðàçìåðû k × `, ãäå ` < k. Ïóñòü ai �äëèíà ñòîðîíû

êâàäðàòà ó i-ãî ðåá�åíêà. Òîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà
ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ äëèíîé ai, òî åñòü ` = biai è
k = ciai, ãäå bi è ci � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ó ðåá�åíêà

ïîëó÷èëîñü bici êâàäðàòèêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî 1 < k/` = ci/bi, òî åñòü ÷èñëî k/` ðàöèîíàëüíî.

Ïóñòü s/t� åãî íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü; òîãäà s > 1, è ci äåëèòñÿ
íà s ïðè âñåõ i. Çíà÷èò, è ÷èñëî êâàäðàòèêîâ ó i-ãî ðåá�åíêà

äåëèòñÿ íà s. Òîãäà îáùåå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ Q òàêæå äåëèòñÿ

íà s > 1, è ïðèòîìQ > s (ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äåòåé áîëüøå 1).
Çíà÷èò, Q� ñîñòàâíîå ÷èñëî; ïðîòèâîðå÷èå.

9.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâà-

íèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷êà K. Ëó÷

CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà DT . Äîêàæèòå,
÷òî ∠AKT = ∠CAM . (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì îòðåçîê AM íà åãî äëèíó çà òî÷êó

M , ïîëó÷èì òî÷êó N òàêóþ, ÷òî ADNT �ïàðàëëåëîãðàìì. Ïî-

ñêîëüêó ∠ANT = ∠CAM , äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî ∠AKT = ∠ANT , èëè ÷òî òî÷êè A, T , N , K ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1).

Ïóñòü ND ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå S; òîãäà DS ‖ BC, è
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

A

B C

D

K

T

M

N
SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Ðèñ. 1
BSDC �ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êè K è N
ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AST .

Èìååì ∠ATN = ∠ADN = 180◦ − ∠SDA = 180◦ − ∠ASD,
çíà÷èò, N ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Èç îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðàïåöèè BSDC, èìååì ∠SKT = ∠SBC = 180◦−∠SAT ,
ïîýòîìó K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

9.7. Ñðåäè 16 ìîíåò åñòü 8 òÿæ�åëûõ � âåñîì ïî 11 ã, è 8 ë�åãêèõ �

âåñîì ïî 10 ã, íî íåèçâåñòíî, êàêèå èç ìîíåò êàêîãî âåñà. Îäíà èç

ìîíåò � þáèëåéíàÿ. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà äâóõ÷àøå÷íûõ

âåñàõ áåç ãèðü óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ þáèëåéíàÿ ìîíåòà òÿæ�åëîé èëè

ë�åãêîé? (Ê. Êíîï)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì þáèëåéíóþ ìîíåòó ÷åðåç Þ. Îòëî-

æèì äâå íåþáèëåéíûõ ìîíåòû A è B, è ðàçëîæèì îñòàâøèåñÿ

14 ìîíåò ïî 7 íà êàæäóþ ÷àøó òàê, ÷òîáû Þ ïîïàëà íà ëåâóþ.

Íàçîâ�åì ìîíåòó ëåâîé èëè ïðàâîé, åñëè â ýòîì âçâåøèâàíèè îíà

ïîïàëà íà ëåâóþ èëè ïðàâóþ ÷àøó, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëó÷àé (=). Ïóñòü ÷àøè îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè.

Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî íà êàæäîé ÷àøå ïî 3 òÿæ�åëûõ ìîíåòû

(è òîãäà A è B îáå òÿæ�åëûå), ëèáî ïî 4 (òîãäà A è B ë�åãêèå). Â

ëþáîì ñëó÷àå îáå îòëîæåííûõ ìîíåòû îäèíàêîâû. Â ýòîì ñëó÷àå

âîçüì�åì ñ ëåâîé ÷àøè Þ è åù�å îäíó ìîíåòó C è ñðàâíèì ýòó

ïàðó ñ ïàðîé A è B.

Ïîäñëó÷àé (=,=). Ïóñòü ñíîâà ïîëó÷åíî ðàâíîâåñèå.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Òîãäà âñå 4 ìîíåòû A, B, C, Þ âåñÿò îäèíàêîâî. Ñðàâíèì

èõ ñ ëþáûìè äðóãèìè ÷åòûðüìÿ ëåâûìè ìîíåòàìè. Åñëè âåñû

îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî âñå 8 ìîíåò âî âçâåøèêàíèè � îä-

íîãî âåñà. Òîãäà ñðåäè ëåâûõ ìîíåò áûëî 6 ìîíåò òàêîãî âåñà;

ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò. êàêàÿ-òî ÷àøà ïåðåâåñèò, è ìû óçíàåì,

ÿâëÿëèñü A, B, C è Þ òÿæ�åëûìè èëè ë�åãêèìè.

Ïîäñëó÷àé (=, <). ×àøà, ñîäåðæàùàÿ Þ âî âòîðîì âçâåøè-

âàíèè, ëåã÷å.

Òîãäà íà ýòîé ÷àøå íå ìîæåò áûòü äâóõ òÿæ�åëûõ ìîíåò.

Ñðàâíèâ ýòè äâå ìîíåòû äðóã ñ äðóãîì, ìû â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà

ñðàçó óçíà�åì âåñ Þ, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ñìîæåì ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî îáå ìîíåòû íà ýòîé ÷àøå� ë�åãêèå.

Ïîäñëó÷àé (=, >), êîãäà ÷àøà ñ Þ òÿæåëåå, àíàëîãè÷åí.

Ñëó÷àé (<). Ïóñòü ëåâàÿ ÷àøà â ïåðâîì âçâåøèâàíèè îêà-

çàëàñü ëåã÷å.

Òîãäà ñðåäè ëåâûõ ìîíåò íå áîëåå òð�åõ òÿæ�åëûõ. Ñðàâíèâ

Þ ñ êàêîé-íèáóäü ëåâîé ìîíåòîé C, ìû ëèáî óçíàåì âåñ Þ (â

ñëó÷àå íåðàâåíñòâà), ëèáî íàéä�åì äâå îäèíàêîâûõ ìîíåòû (Þ

è C). Ñðàâíèâ ýòó ïàðó ñ äðóãîé ïàðîé ëåâûõ ìîíåò, ìû îïÿòü

æå óçíàåì âåñ Þ â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå æå ðàâåíñòâà

ìû íàéä�åì 4 ëåâûõ ìîíåòû îäíîãî âåñà, îäíà èç êîòîðûõ�Þ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îíè ìîãóò áûòü òîëüêî ë�åãêèìè.

Ñëó÷àé (>), êîãäà â ïåðâîì âçâåøèâàíèè ÷àøà ñÞ òÿæåëåå,

àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

9.8. Äàíû ÷èñëà a, b, c, íå ìåíüøèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c

4
>

√
ab− 1

b+ c
+

√
bc− 1

c+ a
+

√
ca− 1

a+ b
.

(Ê. Òûùóê)

Ðåøåíèå. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ èìååì b + c > 2
√
bc,

îòêóäà

4

√
ab− 1

b+ c
6 2

√
ab− 1

bc
= 2

√(
a− 1

b

)
· 1

c
6

(
a− 1

b

)
+

1

c
,

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå îïÿòü ïðèìåíåíî íåðàâåíñòâî î ñðåä-

íèõ. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà

4

√
bc− 1

c+ a
6

(
b− 1

c

)
+

1

a
, 4

√
ca− 1

a+ b
6

(
c− 1

a

)
+

1

b
.
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Ñêëàäûâàÿ òðè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c =
√

2.
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10 êëàññ
10.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ êàð-

òîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäîìó ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá�åíîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿìîóãîëüíèê íà

íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàäðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé

ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàä-

ðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëü-

íèêè áûëè êâàäðàòàìè. (Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðÿìîóãîëüíè-

êè èìåëè ðàçìåðû k × `, ãäå ` < k. Ïóñòü ai �äëèíà ñòîðîíû

êâàäðàòà ó i-ãî ðåá�åíêà. Òîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà
ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ äëèíîé ai, òî åñòü ` = biai è
k = ciai, ãäå bi è ci � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ó ðåá�åíêà

ïîëó÷èëîñü bici êâàäðàòèêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî 1 < k/` = ci/bi, òî åñòü ÷èñëî k/` ðàöèîíàëüíî.

Ïóñòü s/t� åãî íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü; òîãäà s > 1, è ci äåëèòñÿ
íà s ïðè âñåõ i. Çíà÷èò, è ÷èñëî êâàäðàòèêîâ ó i-ãî ðåá�åíêà

äåëèòñÿ íà s. Òîãäà îáùåå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ Q òàêæå äåëèòñÿ

íà s > 1, è ïðèòîìQ > s (ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äåòåé áîëüøå 1).
Çíà÷èò, Q� ñîñòàâíîå ÷èñëî; ïðîòèâîðå÷èå.

10.6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL.
Òî÷êè D è E � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ìåíüøèõ äóã AB è

BC îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BD çà òî÷êó D îòìå÷åíà òî÷êà P , à
íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BE çà òî÷êó E � òî÷êà Q òàê, ÷òî

∠APB = ∠CQB = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà BL
ëåæèò íà ïðÿìîé PQ. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠BAC = 2α, ∠ACB = 2γ. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî α > γ. Ïîñêîëüêó òî÷êè D è E � ñåðå-

äèíû äóã AB è AC îêðóæíîñòè ω, èìååì ∠ABD = ∠ACB
2

= γ

è ∠CBE = α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM è N ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåò-

ñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà MN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà

ABC, îíà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó

K îòðåçêà BL. Òàêæå ∠AMK = 180◦ − ∠MAC = 180◦ − 2α è

∠BNK = ∠BCA = 2γ.
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

A

B

C

D

E

L

P
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMN

Q

K

Ðèñ. 2
Ïóñòü BM = MA = c, BN = NC = a. Îòðåçîê MP ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåäèàíîé â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå APB, ïîýòî-
ìó MP = c è ∠MPB = ∠MBP = γ; àíàëîãè÷íî, NQ = a è

∠NQB = α. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠QNK = ∠BNK +∠BNQ = 2γ +
+ 180◦ − 2α è ∠PMK = ∠AMK + ∠PMA = 180◦ − 2α + 2γ.
Òàê êàê α > γ, òî ëèáî òî÷êè P è Q ëåæàò íà ïðÿìîé MN , è

â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à óæå ðåøåíà, ëèáî òî÷êà P ëåæèò â òîé

æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è òî÷êà A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN , à

òî÷êà Q� â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òîBK � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêàBMN , ïîýòî-

ìó MK/KN = c/a = MP/QN . Âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì ∠PMK =
= ∠QNK ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè PMK è QNK ïîäîá-

íû. Çíà÷èò, ∠MKP = ∠NKQ. Ïîñêîëüêó ê òîìó æå òî÷êè P
è Q ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN ,

òî÷êè P , M è K ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

10.7. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 24 øêîëüíèêà. Êàæäóþ

êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 6 øêîëüíèêîâ, ðóêîâîäèòåëü ñ÷èòàåò

ëèáî ñûãðàííîé, ëèáî íåñûãðàííîé. Äëÿ òóðíèðà ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ áî�åâ ðóêîâîäèòåëü ñîáèðàåòñÿ ðàçáèòü äåòåé íà 4 êîìàí-

äû ïî 6 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè

øêîëüíèêîâ íà 4 êîìàíäû ñûãðàííûìè îêàçûâàþòñÿ ëèáî ðîâíî

òðè êîìàíäû, ëèáî ðîâíî îäíà, ïðè÷�åì è òîò, è äðóãîé âàðèàíòû

ïðèñóòñòâóþò? (È. Áîãäàíîâ)
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Îòâåò. Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ. Âûäå-

ëèì òð�åõ øêîëüíèêîâ. Áóäåì íàçûâàòü ñûãðàííûìè êîìàíäû, â

êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ 1 èëè 3 âûäåëåííûõ øêîëüíèêà, à îñòàëü-

íûå � íåñûãðàííûìè.

Âûäåëåííûå øêîëüíèêè ìîãóò ëèáî îêàçàòüñÿ â òð�åõ ðàç-

íûõ êîìàíäàõ, è òîãäà ìû ïîëó÷èì òðè ñûãðàííûå êîìàíäû è

îäíó íåñûãðàííóþ, ëèáî îêàçàòüñÿ âñå â îäíîé êîìàíäå, è ìû

ïîëó÷èì îäíó ñûãðàííóþ è òðè íåñûãðàííûå, ëèáî äâîå ìîãóò

îêàçàòüñÿ â îäíîé êîìàíäå è îäèí â äðóãîé, â ýòîì ñëó÷àå ìû

òàêæå ïîëó÷àåì îäíó ñûãðàííóþ è òðè íåñûãðàííûå êîìàíäû.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ñîáëþäàþòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Òàêæå ïîäõîäÿò âñå ïðèìåðû, êîãäà âûäåëåíî

íå÷�åòíîå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ, áîëüøåå 1 è ìåíüøåå 23, è âñå

êîìàíäû, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íå÷�åòíîå êîëè÷åñòâî âûäåëåí-

íûõ øêîëüíèêîâ, îáúÿâëÿþòñÿ ñûãðàííûìè, à âñå îñòàëüíûå�

íåñûãðàííûìè.

10.8. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak = P (ak−1) ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ

b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé. (Ì. Àíòèïîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì b
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî b-õ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, è íàèáîëüøàÿ èç íèõ� ýòî

N = xb, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñòðåòèòñÿ íè îäíîé Nb-é
ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëîæèì dk = ak+1 − ak; òîãäà ak+1 ≡ ak (mod dk).
Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà öåëûå, èç a ≡
≡ a′ (mod dk) ñëåäóåò P (a) ≡ P (a′) (mod dk). Îòñþäà íåïî-
ñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî s ïîëó÷àåì, ÷òî ak+s+1 ≡ ak+s
(mod dk), òî åñòü ak+s ≡ ak (mod dk) ïðè âñåõ s > 0.

Ëåììà. ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà dk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p` �ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðî-

ñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùàÿ dk; äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ak(ak − 1)

9



XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

äåëèòñÿ íà p`. Ïîëîæèì b = p`−1(p − 1)`; ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ

âûøå, íàéä�åòñÿ òàêîé èíäåêñ s > k, ÷òî as = mb ïðè íàòóðàëü-

íîì m; ïðè ýòîì as ≡ ak (mod p`).
Åñëè m íå äåëèòñÿ íà p, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà as =

=
(
mp`−1(p−1)

)`
≡ 1` ≡ 1 (mod p`), îòêóäà ak ≡ 1 (mod p`).

Åñëè æåm äåëèòñÿ íà p, òî as äåëèòñÿ íà p
`, à çíà÷èò, è ak òîæå.

Â ëþáîì ñëó÷àå ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà p`, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
Ñîãëàñíî ëåììå, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà

dk = P (ak)−ak; ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ ñðåäè öåëûõ ÷èñåë ak áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ. Â ÷àñòíîñòè, |x(x − 1)| > |Q(x)| ïðè
áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå öåëûõ çíà÷åíèé x (ãäå Q(x) = P (x)−x).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) (è, êàê
ñëåäñòâèå, ìíîãî÷ëåíà Q(x)) áîëüøå 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî âû-

øå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ öåëûõ x ëèøü

òîãäà, êîãäà Q(x) � êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôè-

öèåíòîì ±1, òî åñòü Q(x) = ±x2 + ux + v. Â ýòîì ïîñëåäíåì

ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x) ∓ x(x − 1) = (u ± 1)x + v äå-
ëÿòñÿ íà Q(x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà öåëûõ x; ýòî ìî-

æåò áûòü ëèøü åñëè Q(x) = ±x(x − 1), òî åñòü P (x) = x2 èëè

P (x) = 2x− x2 = 1− (x− 1)2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ak = n2
k
, òî åñòü ak íå ìîæåò áûòü

íå÷�åòíîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ òà-

êîâîé ñòåïåíüþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå P (x) 6 1 ïðè âñåõ x, òî åñòü
P (x) íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî; çíà÷èò, P (x) ëè-
íååí.
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11 êëàññ
11.5. Ðàäèóñû ïÿòè êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ω0, ω1, ω2, ω3,

ω4 îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì q. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì q ìîæíî íàðèñî-

âàòü íåçàìêíóòóþ ëîìàíóþ A0A1A2A3A4, ñîñòîÿùóþ èç ÷å-

òûð�åõ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû, â êîòîðîé Ai ëåæèò íà ωi ïðè
âñåõ i = 0, 1, 2, 3, 4? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. Ïðè q =
√

5 + 1
2

.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q > 1. Ïóñòü ðàäèóñ ωi ðàâåí
Ri = Rqi.

Âûáåðåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ` è ïîïûòàåìñÿ ïîñòðî-

èòü òðåáóåìóþ ëîìàíóþ ñ îòðåçêàìè äëèíû `, ñòàðòóÿ ñ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè A0 ∈ ω0. Ïóñòü òî÷êà Ai ∈ ωi óæå ïîñòðîåíà.

Ðàññòîÿíèÿ îò íå�å äî òî÷åê îêðóæíîñòè ωi+1 ïðîáåãàþò îòðå-

çîê [Ri+1 −Ri, Ri+1 +Ri], òî åñòü [Rqi(q− 1), Rqi(q+ 1)]. Òî÷êó
Ai+1 ìîæíî ïîñòðîèòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ïðèíàä-
ëåæèò ýòîìó îòðåçêó. Çíà÷èò, ëîìàíóþ óäàñòñÿ ïîñòðîèòü òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rqi(q − 1) 6 ` 6 Rqi(q + 1) ïðè âñåõ

i = 0, 1, 2, 3.
Ïîñêîëüêó q > 1, ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíà íåðà-

âåíñòâàì Rq3(q − 1) 6 ` 6 R(q + 1). Äëèíà `, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
èì, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q3(q − 1) 6 q + 1,
òî åñòü q4 − q3 − q − 1 6 0, èëè (q2 − q − 1)(q2 + 1) 6 0. Íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå q, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó íåðàâåíñòâó, åñòü

q =
√

5 + 1
2

.

11.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâà-

íèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷êà K. Ëó÷

CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà DT . Äîêàæèòå,
÷òî ∠AKT = ∠CAM . (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì îòðåçîê AM íà åãî äëèíó çà òî÷êó

M , ïîëó÷èì òî÷êó N òàêóþ, ÷òî ADNT �ïàðàëëåëîãðàìì. Ïî-

ñêîëüêó ∠ANT = ∠CAM , äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïî-
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êàçàòü, ÷òî ∠AKT = ∠ANT , èëè ÷òî òî÷êè A, T , N , K ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 3).
A

B C

D

K

T

M

N
SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Ðèñ. 3

Ïóñòü ND ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå S; òîãäà DS ‖ BC, è
BSDC �ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êè K è N
ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AST .

Èìååì ∠ATN = ∠ADN = 180◦ − ∠SDA = 180◦ − ∠ASD,
çíà÷èò, N ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Èç îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðàïåöèè BSDC, èìååì ∠SKT = ∠SBC = 180◦−∠SAT ,
ïîýòîìó K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11.7. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak = P (ak−1) ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ

b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé. (Ì. Àíòèïîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì b
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî b-õ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, è íàèáîëüøàÿ èç íèõ� ýòî

N = xb, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñòðåòèòñÿ íè îäíîé Nb-é
ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëîæèì dk = ak+1 − ak; òîãäà ak+1 ≡ ak (mod dk).
Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà öåëûå, èç a ≡
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≡ a′ (mod dk) ñëåäóåò P (a) ≡ P (a′) (mod dk). Îòñþäà íåïî-
ñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî s ïîëó÷àåì, ÷òî ak+s+1 ≡ ak+s
(mod dk), òî åñòü ak+s ≡ ak (mod dk) ïðè âñåõ s > 0.

Ëåììà. ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà dk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p` �ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðî-

ñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùàÿ dk; äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ak(ak − 1)
äåëèòñÿ íà p`. Ïîëîæèì b = p`−1(p − 1)`; ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ

âûøå, íàéä�åòñÿ òàêîé èíäåêñ s > k, ÷òî as = mb ïðè íàòóðàëü-

íîì m; ïðè ýòîì as ≡ ak (mod p`).
Åñëè m íå äåëèòñÿ íà p, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà as =

=
(
mp`−1(p−1)

)`
≡ 1` ≡ 1 (mod p`), îòêóäà ak ≡ 1 (mod p`).

Åñëè æåm äåëèòñÿ íà p, òî as äåëèòñÿ íà p
`, à çíà÷èò, è ak òîæå.

Â ëþáîì ñëó÷àå ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà p`, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
Ñîãëàñíî ëåììå, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà

dk = P (ak)−ak; ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ ñðåäè öåëûõ ÷èñåë ak áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ. Â ÷àñòíîñòè, |x(x − 1)| > |Q(x)| ïðè
áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå öåëûõ çíà÷åíèé x (ãäå Q(x) = P (x)−x).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) (è, êàê
ñëåäñòâèå, ìíîãî÷ëåíà Q(x)) áîëüøå 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî âû-

øå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ öåëûõ x ëèøü

òîãäà, êîãäà Q(x) � êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôè-

öèåíòîì ±1, òî åñòü Q(x) = ±x2 + ux + v. Â ýòîì ïîñëåäíåì

ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x) ∓ x(x − 1) = (u ± 1)x + v äå-
ëÿòñÿ íà Q(x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà öåëûõ x; ýòî ìî-

æåò áûòü ëèøü åñëè Q(x) = ±x(x − 1), òî åñòü P (x) = x2 èëè

P (x) = 2x− x2 = 1− (x− 1)2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ak = n2
k
, òî åñòü ak íå ìîæåò áûòü

íå÷�åòíîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ òà-

êîâîé ñòåïåíüþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå P (x) 6 1 ïðè âñåõ x, òî åñòü
P (x) íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî; çíà÷èò, P (x) ëè-
íååí.

11.8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Èç 26 åäèíè÷íûõ áåëûõ êóáèêîâ è îäíîãî

÷�åðíîãî êóáèêà ñîáèðàåòñÿ êóá 3× 3× 3 òàê, ÷òî ÷�åðíûé êóáèê

íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Èç n3 òàêèõ êóáîâ ñ ðåáðîì 3 ñîñòàâèëè
êóá ñ ðåáðîì 3n. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áåëûõ êóáèêîâ
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ìîæíî ïåðåêðàñèòü â êðàñíûé öâåò òàê, ÷òîáû êàæäûé áåëûé

êóáèê èìåë õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó ñ êàêèì-íèáóäü êðàñ-

íûì? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. (n+ 1)n2.
Ðåøåíèå. Ââåä�åì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû öåíòðû

êóáèêîâ èìåëè êîîðäèíàòû îò 1 äî 3n ïî êàæäîé îñè. Êàæäîìó

êóáèêó ïðèñâîèì êîîðäèíàòû åãî öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, êóáèê

÷�åðíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîîðäèíàòû äàþò

îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3.
Îêðàñèì êðàñíûì âñå áåëûå êóáèêè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b, c),

ãäå a äåëèòñÿ íà 3, à b ≡ c ≡ 2 (mod 3), à òàêæå âñå êóáèêè ñ

êîîðäèíàòàìè (1, b, c), ãäå b ≡ c ≡ 2 (mod 3). Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïîëó÷èëîñü (n+1)n2 êðàñíûõ êóáèêîâ, è òðåáîâàíèÿ çàäà÷è
âûïîëíåíû. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äîáèòüñÿ òðåáóåìîãî íåëüçÿ,

îêðàñèâ ìåíåå (n+ 1)n2 êóáèêîâ.
Ïðè i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì w3i = i, w3i−1 = 0, w3i−2 =

= n + 1 − i; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (wi) âûãëÿäèò òàê: n, 0, 1, n −
−1, 0, 2, n−2, . . . , 1, 0, n. Çàïèøåì â êàæäûé êóáèê ñ êîîðäèíàòà-

ìè (a, b, c) ÷èñëî wawbwc (â ÷àñòíîñòè, â ÷�åðíûõ êóáèêàõ çàïè-

ñàíû íóëè). Òîãäà îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â áåëûõ

êóáèêàõ, îêàæåòñÿ ðàâíîé Σ = (w1 + . . .+ w3n)3 = n3(n+ 1)3.
Íàçîâ�åì öåíîé S(X) êóáèêà X ñóììó ÷èñåë âî âñåõ êó-

áèêàõ, èìåþùèõ ñ íèì îáùóþ âåðøèíó (âêëþ÷àÿ ñàì X). Òî-

ãäà â ëþáîé îêðàñêå, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì, ñóììà

öåí êðàñíûõ êóáèêîâ íå ìåíüøå, ÷åì Σ. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

S(X) 6 (n + 1)2n äëÿ ëþáîãî áåëîãî êóáèêà X. Èç ýòîãî áó-

äåò ñëåäîâàòü, ÷òî â êðàñíûé öâåò íàäî îêðàñèòü íå ìåíåå, ÷åì
Σ

(n+ 1)2n
= (n+ 1)n2 êóáèêîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü (a, b, c)�êîîðäèíàòû êóáèêà X. Àáñöèññû âñåõ êóáè-

êîâ, èìåþùèõ ñ íèì îáùóþ âåðøèíó, ðàâíû a èëè a ± 1; òà-
êîå æå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó

S(X) = (wa−1 + wa + wa+1)(wb−1 + wb + wb+1)(wc−1 + wc +
+ wc+1), ãäå ìû ïîëàãàåì w0 = w3n+1 = 0. Îñòàëîñü çàìå-

òèòü. ÷òî wt−1 + wt + wt+1 = n, åñëè t 6≡ 2 (mod 3), èíà÷å
wt−1 +wt +wt+1 = n+ 1. Ïîñêîëüêó íå âñå êîîðäèíàòû X äàþò

îñòàòîê 2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S(X) 6 (n+ 1)2n.
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