
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

Âòîðîé äåíü

9.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ

êàðòîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäî-

ìó ïî ïðÿìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá¼íîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàä-

ðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü,

÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêà-

æèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè áûëè êâàäðàòàìè.

9.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñ-

íîâàíèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷-

êà K. Ëó÷ CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îò-

ðåçêà DT . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKT = ∠CAM .

9.7. Ñðåäè 16 ìîíåò åñòü 8 òÿæ¼ëûõ �âåñîì ïî 11 ã, è 8 ë¼ã-

êèõ �âåñîì ïî 10 ã, íî íåèçâåñòíî, êàêèå èç ìîíåò êàêîãî

âåñà. Îäíà èç ìîíåò � þáèëåéíàÿ. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ

íà äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ þáèëåé-

íàÿ ìîíåòà òÿæ¼ëîé èëè ë¼ãêîé?

9.8. Äàíû ÷èñëà a, b, c, íå ìåíüøèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî
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10.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ

êàðòîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäî-

ìó ïî ïðÿìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá¼íîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàä-

ðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü,

÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêà-

æèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè áûëè êâàäðàòàìè.

10.6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðè-

ñà BL. Òî÷êè D è E � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ìåíüøèõ

äóã AB è BC îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-

êà ABC. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BD çà òî÷êó D îòìå÷å-

íà òî÷êà P , à íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BE çà òî÷êó E �

òî÷êà Q òàê, ÷òî ∠APB = ∠CQB = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî

ñåðåäèíà îòðåçêà BL ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

10.7. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 24 øêîëüíèêà.

Êàæäóþ êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 6 øêîëüíèêîâ, ðóêîâîäè-

òåëü ñ÷èòàåò ëèáî ñûãðàííîé, ëèáî íåñûãðàííîé. Äëÿ òóðíè-

ðà ìàòåìàòè÷åñêèõ áî¼â ðóêîâîäèòåëü ñîáèðàåòñÿ ðàçáèòü

äåòåé íà 4 êîìàíäû ïî 6 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî

ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè øêîëüíèêîâ íà 4 êîìàíäû ñûãðàííû-

ìè îêàçûâàþòñÿ ëèáî ðîâíî òðè êîìàíäû, ëèáî ðîâíî îäíà,

ïðè÷¼ì è òîò, è äðóãîé âàðèàíòû ïðèñóòñòâóþò?

10.8. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöè-

åíòàìè è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak =
= P (ak−1) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé.
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10.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ
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ñà BL. Òî÷êè D è E � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ìåíüøèõ

äóã AB è BC îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-

êà ABC. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BD çà òî÷êó D îòìå÷å-

íà òî÷êà P , à íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BE çà òî÷êó E �

òî÷êà Q òàê, ÷òî ∠APB = ∠CQB = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî

ñåðåäèíà îòðåçêà BL ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

10.7. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 24 øêîëüíèêà.

Êàæäóþ êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 6 øêîëüíèêîâ, ðóêîâîäè-

òåëü ñ÷èòàåò ëèáî ñûãðàííîé, ëèáî íåñûãðàííîé. Äëÿ òóðíè-

ðà ìàòåìàòè÷åñêèõ áî¼â ðóêîâîäèòåëü ñîáèðàåòñÿ ðàçáèòü

äåòåé íà 4 êîìàíäû ïî 6 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî

ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè øêîëüíèêîâ íà 4 êîìàíäû ñûãðàííû-

ìè îêàçûâàþòñÿ ëèáî ðîâíî òðè êîìàíäû, ëèáî ðîâíî îäíà,

ïðè÷¼ì è òîò, è äðóãîé âàðèàíòû ïðèñóòñòâóþò?

10.8. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöè-

åíòàìè è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak =
= P (ak−1) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé.
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11.5. �àäèóñû ïÿòè êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ω0, ω1, ω2, ω3,

ω4 îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

ñèþ ñî çíàìåíàòåëåì q. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì q ìîæíî íà-

ðèñîâàòü íåçàìêíóòóþ ëîìàíóþ A0A1A2A3A4, ñîñòîÿùóþ

èç ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû, â êîòîðîé Ai ëåæèò íà

ωi ïðè âñåõ i = 0, 1, 2, 3, 4?

11.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñ-

íîâàíèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷-

êà K. Ëó÷ CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îò-

ðåçêà DT . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKT = ∠CAM .

11.7. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöè-

åíòàìè è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak =
= P (ak−1) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé.

11.8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Èç 26 åäèíè÷íûõ áåëûõ êóáèêîâ è

îäíîãî ÷¼ðíîãî êóáèêà ñîáèðàåòñÿ êóá 3 × 3 × 3 òàê, ÷òî

÷¼ðíûé êóáèê íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Èç n3 òàêèõ êóáîâ

ñ ðåáðîì 3 ñîñòàâèëè êóá ñ ðåáðîì 3n. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî áåëûõ êóáèêîâ ìîæíî ïåðåêðàñèòü â êðàñíûé

öâåò òàê, ÷òîáû êàæäûé áåëûé êóáèê èìåë õîòÿ áû îäíó

îáùóþ âåðøèíó ñ êàêèì-íèáóäü êðàñíûì?
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