Муниципальный этап Российской олимпиады по математике 2013-14 учебного года

9 класс  (Время решения – 4 часа)
1. Председатель ЖКХ заявил, что квартплата увеличится за год в среднем на 15 %, так как сейчас граждане оплачивают только 35 % стоимости содержания жилья, а через год будут оплачивать 50%. На сколько процентов на самом деле увеличится квартплата?
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 Решение. 15% от 35% составят [image: image4.png]-
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2. Имеется 6 палочек длины 11, 12, 13, 14, 15, 16. Можно ли из них сложить равнобедренный тупоугольный треугольник? (Палочки нельзя ломать, их можно прикладывать друг к другу; требуется использовать все палочки.)
Ответ.  Нельзя. 
Решение. Если бы такой треугольник можно было сложить, то в его основании должно было быть две палочки (в основании не могут быть три или четыре палочки: дело в том, что тогда оставшиеся три или две палочки нельзя разложить на две группы с одинаковой суммой, т.к. 16<11+12). Но даже если в основании будут две самые длинные палочки, (т.е.15+16), равнобедренный треугольник со сторонами 31, 25, 25 будет остроугольным, т.к. (31)
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3.     Квадрат простого числа р увеличили на 160 и получили квадрат натурального числа. Найдите р.
Ответ.  p=3. 
 Решение. Случай p=2 сразу после проверки исключаем. Имеем уравнение 
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. Значит, произведение множителей (n+p) и   (n–p) равно 160=2
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(5.  Разность этих множителей равна 2p и поэтому делится на 2, но не на 4. Тогда получаем два возможных варианта разложения 160 на два множителя с общим делителем, кратным 2, но не 4: это разложения  80(2  и  16(10. Первое разложение даёт p=39, но это не простое число, а второе разложение даёт p=3. 
4.  Дан выпуклый четырехугольник ABCD и точка M внутри него. Оказалось, что все треугольники ABM, BCM, CDM и DAM – равнобедренные. Докажите, что среди отрезков AM, BM, CM и DM найдутся хотя бы два одинаковых по длине.
 Решение. Поскольку (AMB + (BMC + (CMD + (DMA = 360(, то хотя бы один из этих углов неострый. Пусть, для определенности, (AMB ( 90(. Тогда AB > AM  и AB > BM. Значит, равными сторонами в  AMB являются AM и BM.

5.  Во все клетки таблицы 5 ( 5 вписали натуральные числа так, что числа в соседних клетках отличаются не более, чем на 2. Какое наибольшее количество различных чисел могло оказаться в таблице? (Соседними считаются клетки, имеющие общую сторону).

Решение. Будем использовать шахматную нотацию для обозначения клеток. Расстояние между двумя клетками будем понимать как сумму модулей разностей координат их центров, т.е. расстояние –  это длина минимального пути, проходящего через центры соседних клеток (сторону клетки считаем единицей). Расстояние будем обозначать через r. Таким образом, наибольшее расстояние будет между противоположными угловыми клетками, оно равно 8. (Так, r(а1,е5) = 8 и путь длины 8 из a1 в e5 получается, если каждый раз поворачивать вправо или вверх). Можно считать, что наименьшее число, записанное в клетках, равно единице (иначе уменьшим числа во всех клетках на одинаковую величину). Если единица записана не в угловой клетке, то расстояние от этой клетки до любой другой ( 7, и поэтому в любой клетке записано число, не превосходящее 1 + 2 ( 7 = 15.

   Пусть теперь единица находится в угловой клетке, скажем, в а1; обозначим это так: а1 = 1. Тогда во всех клетках, кроме е5, числа не превосходят 15 (так как расстояние от а1 до них ( 7), а е5 ( 17. Если е5 = 17, то во всех остальных клетках числа однозначно определены: а2 = b1 = 3 (действительно, r(а2,е5) = 7 и поэтому а2 ( 3; но с другой стороны, r(а2,а1) = 1 и поэтому а2 ( 3; аналогично b1 = 3),  и точно так же получается а3 = b2 = c1 = 5  и так далее таблица однозначно заполняется по диагоналям последовательными нечетными числами. Таким образом, в таблице окажется 8 различных чисел. Если же е5 = 16, то могут быть два случая: либо в таблице нет числа 2, либо двойка присутствует. В первом случае всего в таблице будет не более 15 чисел. Рассмотрим второй случай. Тогда либо а2 = 2, либо b1 = 2 (иначе расстояние от клетки с двойкой до е5 меньше 7). Пусть для определенности а2 = 2. Далее, в силу тех же рассуждений, числа в клетках выше первой строки определяются однозначно (см. рис. слева) и тогда во всей таблице получится не более 13 различных чисел. 
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Итак, во всех рассмотренных случаях мы имели не более 15 различных чисел в таблице. Пример для 15 чисел приведен на рисунке справа.
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