Муниципальный этап Российской олимпиады по математике 2013-14 учебного года

11 класс  (Время решения – 4 часа)

1. Докажите, что для любых х и у справедливо неравенство: 

sinx∙ cosy +1≥sinx+cosy.
Решение. Преобразуем неравенство к виду sinx (cosy -1) +1 – cosy ≥0, (sinx-1)(cosy-1) ≥0.  Последнее неравенство всегда верно, так как  cos у≤ 1 и  sin х≤ 1.
2. У квадратного трехчлена 
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 Чему равна сумма коэффициентов а) многочлена 4-й степени (P(х))2 (после возведения в квадрат и приведения подобных членов)? б) многочлена 20-й степени (P(х))10?
Ответ.  а) 4, б) 1024  
Решение. Пункт а) нетрудно решить непосредственно, преобразовав искомое выражение к виду (a+b+c)
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 = 4. Однако оба пункта задачи проще решить, если заметить, что сумма коэффициентов любого многочлена равна значению этого многочлена при x=1. Поэтому сумма коэффициентов многочлена (P(х))n равна (P(1))n = sn, где s – сумма коэффициентов многочлена P(х). Подставляя в последнюю формулу значения из условия задачи, получаем ответ.
3. Встретились несколько друзей. Каждый из них обменялся рукопожатием с каждым, кроме Федота Бурчеева, который, будучи не в духе, некоторым пожал руку, а некоторым – нет. Всего было сделано 197 рукопожатий. Сколько рукопожатий сделал Федот?
Ответ. 7 рукопожатий. 
Решение. Если каждый из n человек пожмет руки всем остальным, то все сделают по n-1 рукопожатий, а всего рукопожатий будет сделано n(n-1)/2, ибо в каждом из них участвуют двое. Посмотрим, сколько людей могло быть без Федота. Заметим, что если 20 человек пожмут руки друг другу, то всего будет сделано 190 рукопожатий. Т.е. Федоту останется сделать 7 рукопожатий. Если же без Федота было менее 20 человек, то они сделали без него не более 19*18/2=171 рукопожатие, т.е. на долю Федота осталось бы не менее 26 рукопожатий, а человек, кому он мог бы пожать руку – не более 19 – противоречие. Если же без Федота было больше 20 человек, то только они одни в сумме сделали бы больше 197 рукопожатий (21*20/2=210>197). Таким образом, ответ единственный – Федот сделал 7 рукопожатий.

4. В четырехугольнике АВСD углы А и С – прямые. Из точек В и D опустили перпендикуляры на диагональ АC и получили соответственно точки M и N. Докажите, что AM=CN. 
Решение. Пусть ВМ и ND-перпендикуляры к АС. Треугольники BMC и CND – прямоугольные, при этом их острые углы BCN и DCN в сумме дают 90°, следовательно, углы BCN и CDN равны, т.е. треугольники подобны. Аналогично подобны треугольники BAM и ADN. Из подобия первой пары треугольников получаем, что CM/DN=BM/NC. Из подобия второй, что DN/MA=AN/BM. Перемножая эти равенства, получаем: CM/MA=AN/NC, откуда сразу можно заметить, что точки М и N делят отрезок АС в равных отношениях, но одна, считая от точки А, а другая, считая от точки С. Значит, соответствующие отрезки AM и CN равны. 
5. Островное государство расположено на 100 островах, соединенных мостами. Известно, что с каждого острова можно проехать на каждый (возможно, через другие острова). При этом любой путь, начинающийся и заканчивающийся на одном и том же острове, проходит через четное число мостов. Доказать, что найдутся 50 островов, между которыми нет ни одного моста.

Доказательство. Возьмем остров О.Расстоянием между островами назовем количество мостов в самом коротком пути, соединяющим эти острова (поскольку между каждой парой островов по условию путь есть, то расстояние для каждой пары будет определено). Разобьем множество всех островов на два множества: множество Ч островов, расстояние до которых от О четно (в том числе в это множество попадет и сам остров О) и множество Н островов, расстояние до которых от О нечетно. Очевидно, в одном из этих множеств не менее 50 островов. Докажем, что между островами одного множества нет мостов. Предположим, это не так, и между островами А и В из одного множества есть мост. Тогда рассмотрим путь О-А-В-О. Он проходит через нечетное число мостов (четное+1+четное или нечетное+1+нечетное), что противоречит условию.
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