Муниципальный этап Российской олимпиады по математике 2013-14 учебного года

10 класс  (Время решения – 4 часа)

1. Известно, что каждый угол выпуклого 12-угольника кратен 
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°

. Какими могут быть углы этого многоугольника?
Ответ: все углы по 
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. Решение 1. Сумма внешних углов любого многоугольника равна 
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. Поскольку внешние углы, очевидно, тоже кратны 
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, то их сумма может равняться 
[image: image5.wmf]1230360
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, только если каждый из углов равен 
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: если хотя бы один из них больше 
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, то и их сумма окажется больше 
[image: image8.wmf]360

°

. Значит, все внутренние углы равны 
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. Решение 2. Сумма углов 12-угоугольника равна 
[image: image10.wmf](122)1801800
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. Значит, если все углы равны, то они равны 
[image: image11.wmf]1800/12150
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. Если хотя бы один из углов меньше 
[image: image12.wmf]150
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, то хотя бы один должен быть больше 
[image: image13.wmf]150
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. Но выпуклый многоугольник не может иметь внутреннего угла, кратного 
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 и большего 
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2. Известно, что 
[image: image16.wmf]22
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. Чему равно 
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Ответ: двум. Решение:
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3. Равносторонние треугольники ABC и PQR расположены так, что точка B лежит на стороне PR, точка Q лежит на стороне AC, а ломаная APRC является четырехугольником. Докажите, что он является трапецией.
Решение. Поскольку 
[image: image19.wmf]BAQBPQ
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, четырехугольник APBQ является вписанным. Аналогично, поскольку 
[image: image20.wmf]BCQBRQ
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, четырехугольник CRBQ является вписанным. Следовательно, 
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. Значит,
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.
откуда следует, что четырехугольник APRC является трапецией.
4. Три попарно различных натуральных числа таковы, что сумма любых двух из них делится на третье. Докажите, что из этих чисел можно составить арифметическую прогрессию.
Решение. Обозначим данные числа a, b, c так, что 
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. Так как 
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 делится на c и 
[image: image25.wmf]2
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, то 
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. Далее, так как 
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 делится на b, то 2a делится на b, а так как при этом 
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, то 
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. Таким образом, 
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, 
[image: image31.wmf]3
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. Имеем арифметическую прогрессию.
5. На стол положили несколько одинаковых листов бумаги прямоугольной формы. Оказалось, что верхний лист покрывает больше половины площади каждого из оставшихся листов. Верно ли, что можно воткнуть в верхний лист булавку так, чтобы она проткнула все листы?

Ответ: да. Решение. Докажем, что если воткнуть булавку в центр верхнего листа, то она проткнет любой другой лист. Рассмотрим верхний лист и произвольный лист из лежащих под верхним (этот второй лист назовем нижним). Проведем через центр верхнего листа две прямые, параллельные сторонам нижнего листа. В силу симметрии каждая из этих прямых делит верхний лист на две равные по площади части. Если булавка, воткнутая в центр верхнего листа (точку пересечения прямых), не протыкает нижний лист, то нижний лист целиком лежит по одну сторону как минимум от одной из двух проведенных прямых. А это означает (в силу сказанного выше о площадях), что верхний лист покрывает нижний менее чем наполовину, что противоречит условию задачи. Таким образом, булавка протыкает произвольный лист, лежащий под верхним, а значит, все листы.
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